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1 Exercicios Teoricos

Exercicio 1 - Se uma varidvel aleatéria, Z, segue uma distribui¢ao binomial e
representa o numero de filhos homens em 3 gravidezes bem sucedidas, pede-se:

1.
2.
3

4.
d.
6.

represente a varidvel aleatdria

defina o seu espago amostral e sua cardinalidade

. calcule a probabilidade associada a cada elemento do espago amostral

estime a probabilidade de um casal ter até 2 filhos homens
qual a média desta varidvel?

e a sua variancia?

Solucgao

1.

Seja Z uma variavel aleatdria que representa o numero de filhos homens
em 3 gravidezes bem sucedidas:

Z={z1,...,24}
Essa variavel aleatéria pode ser descrita como:
Z ~ Binomial(n, ), com 7 = 0.5
A média e a variancia de Z sao dadas por:
w(Z) =nm

o?(Z) =nm(l —m)



2. O espago amostral de Z e sua cardinalidade sao dados, respectivamente,
por:
0(2) =10,1,2,3}
nQ(Z) =4
3. A férmula geral para o célculo da probabilidade por ponto de Z é definida
como:

z

2= (M) ar

Com base em 2, as probabilidades por ponto sao:

<)><050 (1-0.5)>7%=0.1250

3 1

L) ¥ 05 x (1—0.5)3"1 =0.3750

()x052 (1-0.5)>"%=0.3750
P(Z=3)= (3) x 0.5% x (1 —0.5)%73 = 0.1250

4. A probabilidade de um casal ter até dois filhos homens em 3 gravidezes
bem sucedidas sera:

2

3
P(Z<2)=) <Z> x 0.5% x (1 —0.5)37% = 0.8750

=0

5. A média de Z sera:
w(Z)=3%05=15

6. A variancia, por seu turno, sera:

0%(Z)=3x0.5x (1—-0.5)=0.75

Exercicio 2 - A partir de um experimento compreendido por 5 langamentos
consecutivos de uma moeda, pede-se:
1. apresente a férmula genérica da distribuicdo binomial

2. calcule a probabilidade de cair 3 caras

3. mostre, mapeando as sequéncias possiveis, que o resultado desse experi-
mento pode ser dado por:

=> P({(er,....en)}) = (g) -0.5% x 0.5°73

Dica: lembre-se de que a binomial é um produto de Bernoullis.



Solugao

1. Denote Y a varidvel aleatéria que representa o ntimero de caras em 5
langamentos independentes de uma moeda nao viciada. Seu espago amostral
serd dado por Q(Y) = {0,1,2,3,4,5}. Portanto, a probabilidade associada
a cada elemento de €2 é dada por:

PlY =y)= (5) x m¥(1 — 7)°~¥ (Probabilidade por ponto)
Yy

5
PY <y)= Z <2> x 7Y (1 — 7)°7¥ (Probabilidade acumulada)
y=0

2. A probabilidade de obter 3 caras em 5 jogadas sera:

P(Y =3) = (?,) x 0.5Y(1 —0.5)°"2 = 0.3125

. Primeiro, vejam uan iveis combinago ras em 5 j
3. Primeiro, vejamos quantas possiveis combinagoes de 3 caras em 5 jogadas
podemos obter, utilizando o coeficiente binomial:

-

Portanto, ha 10 diferentes sequéncias de Bernoullis possiveis para se obter
3 caras em 5 langamentos independentes de moedas nao viciadas. Chame
c cara e k coroa. Essas sequéncias sao dadas por:

AY =3|n=5,t=0) ={k,k,c,c,c}

={k,c,k,c,c}

={k,c,c,k,c}

={k,c,c,c,k}

={c, k,k,c,c}

={c,k,c,k,c}

={c¢, k,c,c, k}

={c,ck,k,c}

={c, ¢ k,c, k}

={c,c,c,k, k}
onde t corresponde a uma das possiveis sequéncias em 5 langamentos
independentes, definida em ¢ = 1,...,10. Veja que cada realizacao do

lancamento da moeda, representada por uma varidvel aleatéria X com
distribui¢ao de Bernoulli, tem duas possibilidades, {0,1}. Assim:

PX=z)=r"x(1-m)"""=71=05



para o caso de uma Bernoulli com Q = {0,1}. Para cada uma das
sequéncias acima, a probabilidade de ocorréncia é:

P({k,k,c,c,c}) =(1-0.5) x (1—0.5) x0.5x0.5x%x0.5
= (1-0.5)% x 0.5%
= 0.03125
Isso vale para qualquer uma das 10 sequéncias:
P({c,c,c,k,k}) =05 %x0.5x0.5x (1—-0.5) x (1—0.5)
=0.5% x (1 —0.5)?
=0.03125

Como hé 10 sequéncias possiveis com a mesma probabilidade de ocorréncia,
entao:

P(A=3)=> P({(e1,...,e5)})

5
= -0.5% x 0.5°73

=10 x 0.03125 = 0.3125

Exercicio 3 - Com base nos seus conhecimentos sobre a familia exponencial da
forma

fy(y;0,®) = exp{a(¢)[yd — b(0)] + c(y, )}

pede-se:

1. mostre que a distribuicdo binomial pertence & familia exponencial. Dica:

encontre quem sao 0, b(6) e c(y, ¢). No caso da Binomial, a(¢) = % =1

2. identifique qual é a funcao de ligacao. Dica: lembre-se que a média p de
um vetor y de um GLM é expressa por uma fun¢ao conhecida (monétona e
diferencidvel) de n: p; = g~ 1(n;),i = 1,...,n. Nesse caso, g(.) é a funcio
de ligacao.

3. A partir de entéo, calcule a média e a variancia de Y. Lembre-se que:
E(Y) = =¥(6)

Var(Y) = a(@)V"(6) = ;b"w)

Solugao
1. Seja Y uma varidvel aleatéria do tipo:

Y ~ Binomial(nm)



Sua distribuicao de probabilidade pode ser descrita como:

PY =y)= (N

Y

)wy(l—n)N—y

Para mostrar que a distribuicao binomial pertence a familia exponencial,
basta fazer:

PY =y) = (Z)wya N — )Y

()Y oo

Agora, basta aplicar o logaritmo e a fungdo inversa (exponencial) sobre a
equagcdo acima, de modo a identificar os elementos 6, c(y, ¢), b(0),a(¢) e
y0:

exp [P0 =) =es {1 [ (V) (:7) 0= 7]

—exp{ﬁ+yln (17_T7T>+Nln(17r)}

c(y, ¢) y0 -

Veja que a férmula genérica da densidade para membros da familia expo-
nencial, dada por:

fy (y; 6, @) = exp{a(9)[yd — b()] + c(y, ¢)}
corresponde a:

expIn [P(Y = y)] = exp{a(¢)[yf — b(0)] + c(y, 9)}

oo {ifin (1) + o] o (M)}

em que a(¢) = 1.

2. Como p; =g 1(n;),i=1,...,n, em que g(.) é a fungao de ligagao, tem-se
que:
9—g(.)—ln< T )
1—m
3. A média é dada por:
B(Y) = = ¥(0)
_0b(0)
00



Podemos derivar E(Y') diretamente, como se segue. Primeiro, vamos isolar
7w em 6, aplicando sua fungao inversa:

9:111( il )
1—m

™

expf = T

m=(1—-m)expb
=expf —mexpb
expd =7m+mexph
m(1l+exph) =expb
exp 6
= 1+expb

Partamos de b(6):
b(#) = —nln(1—m)

Como
0 7r
exp =
p 1—
é facil mostrar que:
1
1—m
1+expf
A prova estd abaixo:
i
expf =
P 1—m

T
1—7m=
exp 6
_ _expf XA
Como m = Troxpd> CNtAO:
exp 0
17— 1+exp 6
exp 6
1
1+ expf
Assim:

b(#) = —nln(l —m)

- 1—expb

=-nlnl+4+nln(1l+expb)
~——
n x 0

=nln(1+exph)



A média de Y agora pode ser obtida facilmente:

Onln (1 + exp?)
06

o 0
= ————¢x
1+expf P

o exp 6
N 1+expb
=nm

lembre-se que:
exp 6

= 1+expf

A variancia, por seu turno, é dada por:

(Y = a(g)b"(6) = %b“w)

Como

entao:
o?(Y) =b"(0)

_9%(0)
~ 920

=— —nln(l+expb)

0 nexpt

N %l—l—expe

_ nexp6(l +expf) —nexpbexpl

B (14 exp6)2
nexpf + nexp6? — nexp >

(1+exp0)?
nexp

(14 exp6)?

B exp 6 1

_n1+exp9 1+expt
—

™ 1—m

=nn(l—m)



2 Exercicios de Computador

Todos os exercicios abaixo devem ser feito no software R. O script deve ser
entregue junto com a resolugao dos exercicios.

Exercicio 1 - Calcule a probabilidade de observar 30 migrantes numa amostra
de 100 pessoas, com probabilidade de migrar p = 0.6.

Solucao no R
pbinom(30,100,0.6)-pbinom(30,100,0.6)
Caso queira mostrar a notagao nao cientifica no R, basta digitar:

format (pbinom(30,100,0.6)-pbinom(30,100,0.6),
scientific=FALSE)

O valor obtido dever4 ser:

100
30
= 0.000000000905056

P(X =30|N = 100,7 = 0.6) = ( ) x 0.639 x (.4100-30

Exercicio 2 - Plote num gréafico a distribuigao de probabilidade binomial, com:
n=20,1,2,...,10; N =10; p=0.1,0.5,0.9
Solugao no R

Populando a matriz da densidade binomial em 10 tentativas e com probabili-
dade de sucesso variavel:

binom=matrix(nrow=11,ncol=3,NA)
w=seq(0.1,0.9,by=0.4)

for (j in 0:10) {

for (k in 1:3) {
binom[j+1,k]=dbinom(j,10,w[k])
}

}

Calculando os coeficientes de assimetria da distribuigao binomial para diferentes
probabilidades de sucesso:

a=seq(from=0.1,t0=0.9,by=0.4)
b=NA

for (i in 1:3){
b[i]l=as.character(



round (eval ((1-2xa[i])/(sqrt(10*alil*(1-al[il)))),
2))
¥

Salvando as probabilidades de sucesso como texto:

atext=NA
for (i in 1:3){
atext[i]=as.character(eval(al[i]))

}

Plotando os graficos:

par (mfrow=c(1,3))

for (k in 1:3){

plot(binom[,k],
main=paste(’Assimetria :’,b[k]),
ylab=paste("Densidade Binomial com p=",atext[k]),
xlab="Trial",

ylab="Densidade Binomial",
col="blue",

pch=16,

cex=1.5)

lines(binom[,k],

col=’"red’,

lwd=1.5)

}

Exercicio 3 - Com base no exercicio anterior, pode-se:

1. calcule o coeficiente de assimetria para cada uma das distribui¢oes (ou
seja, para p = 0.1, p = 0.5 e p = 0.9). Para a binomial, § = —~A=22_.
ja, para p P P ) : orTiE)
2. calcule a variancia da distribuicao com p = 0.1 se a amostra aumentasse
para 100 casos e n =0,1,...,100

3. calcule a média para a distribuicao anterior com 100 casos e compare com
a média quando a distribuigdo era baseada em 10 casos. A que conclusao
vocé chegou?

Solugao no R

1. Para w = 0.1,0.5,0.9, S seré:

a=seq(from=0.1,t0=0.9,by=0.4)
b=NA

for (i in 1:3){
b[i]=as.character(



Assimetria : 0.84 Assimetria : 0 Assimetria : -0.84

020 0.25

015

Densidade Binomial com p= 0.1
02
Densidade Binomial com p= 0.5

Densidade Binomial com p= 0.9
0

0.10

01
01

005

00
00

0.00

Figure 1: Distribuicdo de Probabilidade Binomail sob diferentes probabilidades
de sucesso

round(eval ((1-2*a[i])/(sqrt(10*al[i]l*(1-al[il)))),
2))
}

S ={0.84,0.00,—0.84} para 7 = {0.1,0.5, 0.9}, respectivamente.

2. A variancia seré:
o%(X) =nn(l —7)
=100 x 0.1 x (1 —0.1)
=9

No R, o célculo pode ser feito como:
100*%0.1%(1-0.1)

Se quiser simular uma varidvel que seja uma distribuicao binomial com
7 = 0.1 com tamanho N = 100, a variancia tornar-se-a4 tao mais proxima
de 9 quanto maior for o nimero de replicagoes do experimento. Veja:

set.seed(13052018)
N=c(10,100,1000,10000,100000)

10



binom=matrix(nrow=100000,ncol=5,NA)
var=NA

for (i in 1:5){
binom[1:N[i],i]=rbinom(N[i],100,0.1)
var [i]l=var(na.omit (binom[,i]))

}

round(var,1)

Veja que a variancia para m = 0.1 da distribuicao anterior, com n = 10,
era:

o?(X) =nn(l —7)
=10x 0.1 x (1 -0.1)
=09

. A média de X quanto N = 100 seré:

w(X) = nm
=100 x 0.1
=10

A média de X quanto N = 10 era:

w(X) =nm
=10 x 0.1
=1

Portanto, o aumento do tamanho da populagao muda apenas o parametro
de escala.
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